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Das Kastenmodell als Grundlage
fiir ein ab initio Verfahren*

I. Skizzierung
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The Box Model as a Basis for an ab initio Procedure
I. Outline of the Method

The extent of the computational work connected with the usual SCF-LCAO-procedure (i) increases
enormously with the size of the molecule and (ii) has to be completely redone upon every change of
the positions of the nuclei. Starting from this fact it is suggested to work with a procedure which can
be based on the standard set of free electron functions. A number of electrons without interaction,
enclosed in a box with constant potential, is regarded as an unperturbed system and the perturbation
is the potential of the nuclei as well as the electron interaction. In order to make actual calculations
possible it is necessary to perform the transition to a system which consists of a large number of mole-
cules under consideration forming a lattice with each other. One can then use the formalism of the
Briickner-Goldstone series, this procedure now being roughly independent of the number of electrons
of the single molecule. The expressions for the graphs up to the third order are given.

Es wird ein auf der Stérungsrechnung basierendes ab initio Verfahren skizziert. Die nullte Ndhe-
rung ist ein System von Elektronen in einem Kasten bestimmter GréBe und ohne Wechselwirkung.
Die Storungsrechnung wird mittels der Briickner-Goldstone-Reihe durchgefiihrt, wobei noch die
Glieder dritter Ordnung miteinbezogen werden.

1. Einleitung

Das SCF-LCAO-Verfahren darf zur Zeit als Standardverfahren fiir die Be-
rechnung des Energicinhaltes von Molekiilen -angesprochen werden. Seine
Stirke liegt darin, da3 die Basis fir die Einteilchenfunktionen den Kernlagen
und ihren Verdnderungen angepalit werden kann. Es ist seit der Einfilhrung von
GauBfunktionen auch fiir mittelgroBe Molekiile praktikabel und in diesem Sinne
konkurrenzlos.

Ein weiterer Vorteil liegt in seiner Interpretationsfahigkeit. Man kann eine
Populationsanalyse durchfithren, die es gestattet, die Elektronenstruktur des
Molekiils mit derjenigen der es konstituierenden Atome zu vergleichen und so
die Umgruppierung der Elektronen infolge Molekiilbildung zu erfassen. Auch
148t sich die Gesamtenergie in Anteile aufspalten, die einer physikalischen Inter-
pretation zuginglich sind (vgl. z. B. [1]). Dadurch bewahrt sich dieses Verfahren
eine gewisse Instruktivitit.

* Diese Arbeit ist Teil einer im Februar 1971 der Naturwissenschaftlichen Fakultit der Johann-
Wolfgang-Goethe-Universitit eingereichten Habilitationsschrift.
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Eine empfindliche Schwiche dieser Methode hidngt damit zusammen, da3 mit
zunehmender Grofle des behandelten Systems entweder die relative GroBe der
Basis immer stirker beschrinkt werden muB, was dann die VerldBlichkeit der
Resultate sehr einschriinkt, oder aber der Rechenaufwand rasch ins Ungemessene
steigt. Dariiber hinaus hat eine Basis vom LCAO-Typ den Nachteil, daB3 alle
Zwischendaten, im wesentlichen die Integrale der Elektronenwechselwirkung,
bei jeder Abdnderung der Kernlage neu berechnet werden miissen. Die auBer-
ordentlich umfangreiche numerische Rechnung mufB in jedem Fall ganz von
vorn beginnen. Die sehr zahlreichen semiempirischen Verfahren, die sich an dem
SCF-LCAO-Formalismus orientieren, werden allgemein nur als eine Notlésung
empfunden.

In dieser Situation ist die Suche nach Wegen, bei denen diese Nachteile ver-
mieden werden konnen, naheliegend und man fiihlt sich gedriingt, auch dann
Versuche in einer solchen Richtung zu unternehmen, wenn die Aussichten auf
einen Erfolg nicht allzu giinstig scheinen.

2. Das Kastenmodell als Grundlage fiir ein ab initio Verfahren

a) Das Kastenmodell

Man wird deshalb die Frage aufwerfen, ob man auf die Problem-adaptierte
Basis nicht verzichten und statt dessen ein Verfahren auf eine Standard-Basis
griinden kann. Es ist offensichtlich, daBl dann zundchst der Nachteil geringerer
Interpretationsmdglichkeiten in Kauf zu nehmen wire. Die Hauptfrage gilte
aber der Qualitdt der Ergebnisse. Fiir einen derartigen Versuch bieten sich auf
den ersten Blick zwei bereits entwickelte Modelle an: das Einzentrumsmodell
und das Kastenmodell.

Dem Einzentrumsmodell fiir Molekiile [2, 3] liegt der Versuch zugrunde,
Nichtorthogonalitit und Mehrzentrenintegrale, beides eine Folge von Ein-
teilchenbasen vom LCAO-Typ, zu vermeiden. Diese Methode hat inzwischen
vielfiltige Anwendungen erfahren und es zeigte sich dabei, daB sie nur fiir kleinere,
hochsymmetrische Molekiile befriedigende Resultate liefert. Dieser Weg wurde
hier nicht verfolgt, weil kaum anzunehmen ist, daf weitere Untersuchungen zu
wesentlich neuen Gesichtspunkten fiihren.

Das Kastenmodell ist schon sehr friihzeitig in Anlehnung an das Sommer-
feldsche Modell fiir Metallelektronen (vgl. z B. [4]) von O.Schmidt zur Be-
handlung von n-Elektronensystemen entwickelt und mit gutem Erfolg angewen-
det worden [5—8]. Es besteht darin, daB man die Elektronen des Molekiils sich
in einem Kasten zweckméBiger Form mit konstantem Potential bewegen 140t;
auBerhalb dieses Kastens ist das Potential unendlich. Die Rechnungen von
Schmidt wurden zunichst fiir Potentiale eines dreidimensionalen Kastens mit
unterschiedlicher Form durchgefiihrt.

Die Domine der Anwendung dieses Modells ist die n-Elektronentheorie
geblieben, fiir die eine ganze Reihe von Modifikationen entwickelt wurden
(vgl. z.B. [9, 10]). AuBerdem sind Versuche mit Kugelkasten-Potentialen fiir die
Zentralatome anorganischer Komplexe [11], bzw. Zylinderkasten-Potentialen
fir zwei- und (lineare) dreiatomige Molekile [12—14] zu nennen.
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In praktisch allen Féllen dient das Verfahren in erster Linie zur Klassifizierung
der Einteilchenfunktionen mittels ihrer Knotenflichen und man kann eine groBe
Anzahl qualitativer Aussagen aus diesem sonst sehr primitiven Modell herleiten.
Dagegen sind ab initio Rechnungen mit seiner Hilfe noch nicht durchgefiihrt
worden.

b) Anwendung der Storungsrechnung auf das Kastenmodell

Will man ein solches Modell zum Ausgangspunkt eines ab initio Verfahrens
machen, so kann man es als nullte Niherung eines ungestdrten Problems auf-
fassen und eine Stérungsrechnung anschlieBen. Das ungestdrte Problem ist dann
ein System von m Elektronen ohne Wechselwirkung, die sich in einem Kasten
zweckmiiBiger Form mit konstantem Potential befinden. Das entspricht einer
gleichformig verteilten ,,Kern“-Ladung innerhalb des Kastens und undurch-
dringlichen Kastenwinden. Der Storoperator besteht dann aus zwei Anteilen:
erstens der Differenz zwischen dem wahren Potential der Kerne und dem kon-
stanten Hilfspotential der positiven Hintergrundladung — beide innerhalb des
Kastens — und zweitens der Elektronenwechselwirkung.

Der Vorteil dieses Verfahrens liegt in den relativ einfachen Basisfunktionen,
dic iiberdies einen vollstindigen Satz bilden. Sein Nachteil ist die verhdltnis-
miBig groBe Storung, sodall der Fehler infolge Abbruchs der Stor-Reihe be-
trichtlich sein kann. AuBerdem liegt noch ein prinzipieller Fehler in der rdum-
lichen Beschrinkung der Elektronenbewegung, denn das Potential auffierhalb des
Kastens ist nach wie vor unendlich.

¢) Die Grifle des Kastens

Als néchstes stellt sich das Problem, welche Form und Ausdehnung flir den
Kasten zu wihlen sind. Einerseits kann man ihn nicht zu klein machen, weil die
Wellenfunktion sonst einer zu starken rdumlichen Beschrinkung unterworfen
ist und damit der prinzipielle Fehler des Verfahrens zu groB3 wird. Andererseits
darf man ihn auch nicht zu groBl wéahlen, weil sich dann die nullte Ndherung, in der
wegen der uniformen positiven Ladung ja auch die Elektronen gleichmaBig iiber
den Bereich des Kastens verteilt sind, zu weit von der Losung des eigentlichen
Problems entfernt, was zu einer rapiden Verschiechterung der Konvergenz der
Stor-Reihe fithren muB.

Man wird also hinsichtlich dieser Frage einen Kompromil3 schlieBen miissen,
bzw. das Verhalten der Losungen fir Testfalle in Abhéngigkeit von der Kasten-
groBe als (nicht-empirischem) Parameter priifen miissen.

d) Eine Modifikation des Verfahrens

Wenn man die Stérungsrechnung durchfilhren will, bendtigt man die Kern-
und Flektronenwechselwirkungsintegrale, die aber fiir endliche KastengroBe
Schwierigkeiten machen. Fir den Fall eines unendlich groBen Kastens fihren
die Integrale dagegen auf recht einfache analytische Ausdriicke. Wollte man den
Kasten aber unendlich groB machen, so kime man mit dem Modell in Schwierig-
keiten, weil fir endliche Teilchenzahlen normierbare Einteilchenfunktionen
vorliegen miissen.
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In dieser Lage kann man sich durch einen Kunstgriff weiterhelfen. Man denkt
sich unendlich viele Kdsten mit dem Kerngeriist des Molekiils derart aneinander
gelegt, daB ein rdumliches Gitter aus Einheiten von lauter gleichen, sich stindig
wiederholenden Kerngeriisten entsteht. Die Kastenwidnde kann man auf dieser
Stufe wegfallen lassen. Erweitert man das System auf diese Weise, so mufl man
statt einer endlichen Anzahl von Elektronen mit einem Elektronengas endlicher
Dichte operieren. Diese Dichte ist durch die Bedingung gegeben, dal} die Zahl
der Elektronen je Elementarzelle, das ist Gesamtvolumen pro molekulare Ein-
heit, gleich der Zahl der Elektronen des Molekiils ist. Die Dichte des Elektronen-
gases bleibt beim Ubergang des Gesamtvolumens aller Zellen gegen Unendlich
selbst endlich, sodall die oben erwihnte Schwierigkeit entfallt.

Anstelle des Problems der KastengroBe tritt nun das der GroBe der Gitter-
konstanten und der prinzipielle Fehler des Verfahrens beruht nun nicht mehr auf
dem ,,Abschneiden” der Zustandsfunktionen sondern auf dem zwangsldufigen
EinschluBB der Wechselwirkung der Gitterbausteine untereinander. Auch jetzt
ist wieder ein Kompromil3 notwendig: Zu kleine Gitterabstinde duBlern sich im
Einschliefen unerwiinschter intermolekularer Wechselwirkungen; zu grofer
Gitterabstand bewirkt schlechte Konvergenz, denn die Storung nimmt mit zu-
nehmender Inhomogenitit des Gesamtsystems stark zu.

Die nullte Ndherung ist jetzt durch ein Fermigas von Teilchen ohne Wechsel-
wirkung in konstantem dufleren Potential gegeben. Als Storung wird das Diffe-
renzpotential von Kernladungsanordnung und uniformer Hintergrund-Ladung
sowie die Coulomb-AbstoBung der Elektronen eingefiihrt.

Ein solches Verfahren scheint einen entscheidenden Vorteil zu bieten: Der
Rechenaufwand sollte nur noch in untergeordnetem Mafle von der GréBe des
betrachteten Molekiils abhingen. Das ist ein gar nicht zu {iberschitzendes Plus,
weil es im allgemeinen gerade die Tatsache ist, dafl der Umfang der Rechnungen
so stark von der MolekiilgroBe abhingt, die zu empfindlichen Einschriankungen
der Anwendbarkeit eines Verfahrens fiihrt.

e) Fermigase von Teilchen mit Wechselwirkung

Die Behandlung eines Fermigases von Teilchen, zwischen denen Wechsel-
wirkungen bestehen, ist in der Physik schon lange, z. B. fiir die Theorie der Metalle,
von groBem Interesse. Es stellt die Grundlage der Sommerfeldschen Theorie
fiir Elektronen in Metallen [4] dar. Die Wechselwirkung bei solchen Vielteilchen-
systemen kann man mit den Methoden der Stérungsrechnung behandeln, und fiir
diesen Zweck ist ein umfangreicher Formalismus, basierend auf der sog. zweiten
Quantisierung, entwickelt worden, den man fiir das hier entwickelte Programm
nur zu libernehmen braucht [15-217.

Rechnungen fiir Metalle beschrinken sich in der Regel auf die Elektronen-
wechselwirkung als einzige Storung. Die Erweiterung fiir den Fall, daB zwei
Storterme vorliegen — ein Einteilchen- und ein Zweiteilchen-Operator — ist jedoch
unbedeutend. So haben Bellman und de Seener [22] bei ihren Rechnungen fiir
Metalle eine zusitzliche Storung auf Grund von Punktladungen beriicksichtigt.
Dort wurden die Storglieder allerdings nur bis einschlieBlich der zweiten Ord-
nung einbezogen.
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Bei Stéroperatoren bestimmter Symmetrie kénnen Zusatzterme auftreten
[23—29]. Von derartigen Erweiterungen wurde in der vorliegenden Arbeit abge-
sehen, weil es zuniichst festzustellen galt, in welchem AusmalB sich das Modell
liberhaupt als tauglich erweist.

3. Die Matrixelemente der Stiroperatoren

Da iiber den Formalismus der Stérungsrechnung bei Vielteilchensystemen
bereits ausfiihrliche Monographien vorliegen [30,31], ist es ausreichend, die
hier beniitzte Nomenklatur zu erkldren: Sie schliefit sich an die von Noziére ver-
wendete [31] an. Es werden lediglich jene Uberlegungen ausfiihrlicher erdrtert,
die in diesem speziellen Zusammenhang von Bedeutung sind.

Wir nehmen zundchst an, dafl das Gitter aus einer sehr groflen, aber end-
lichen Anzahl von Zellen mit dem Volumen a bestehe; das Gesamtvolumen sei .
Die Zahl der Elektronen je Molekiil, bzw. je Elementarzelle, sei m.

a) Die Elektronenwechselwirkung
Der Operator der Coulomb-Wechselwirkung lautet

1
=— Z VE(kukz:k37k4)a;:la;zakgak4-

14
4

Dabei bedeuten die k; dic Kombination von Wellenzahl k; und Spinquantenzahl g,.
Die Vi(k,, k,, k3, k,) sind die Matrixelemente

e v} | % (P vad)

wobei der Ortsanteil von y,,

1 iki-r
Vva’
ist und
1
(Wi, (D, (2} = 75(%1(1) V1, (2) — i, (1) 4, (2))
gilt.

Fiir sehr grofle Q2 gehen die Matrixelemente {iber in

4
Vilky, ke, ks, ko) = =0 Up(ks, K, ks, ) M

mit
é

50’1 o4 _ g103
(i —ka? (ko )’ @

UE(kp k27 k3, k4) = 5k1+k2,k3+k4

wenn man — wie im folgenden stets — atomare Einheiten (A=1, e=1, ay =1) ver-
wendet.
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b) Das Punktladungsgitter

Die Elementarzelle, die ein Molekiil, oder — besser gesagt — dessen Kern-
geriist, enthélt, werden von den Basisvektoren g, a,, a; aufgespannt. Thr Volu-
men a ist a, - (a, X az).

Die Anordnung der Punktladungen i(i=1,2,...,n) in der Basiszelle werde
durch die Ortsvektoren s; gekennzeichnet und sei mit der Z-fachen (positiven)
Elementarladung behaftet. Somit besteht das gesamte Punktladungssystem aus
den Ladungen Z;e am Ort

By = Si+m; 10y +M; 50, +M; 303 3)

wobei die m; , beliebige ganze positive oder negative Zahlen sein konnen (j ist

Laufindex fiir die Zellen).

¢) Die Wechselwirkung zwischen Elektronen und Kernen‘

Der Operator fiir die Wechselwirkung der Elektronen mit dem Kern-Gitter

lautet
Vg= Z Vi (ky, ky) altl ay,
kiks
mit Z
Vilky, ko) = | Y ——— g, - 4)

@ Ir=rijl

Dabei wird (ij) immer als Laufindex verwendet, wenn die Summe {iber alle Punkt-
ladungen des Gitters geht [vgl. GL (3)]. Vi(k,, k,) 148t sich als Summe der Bei-
trige der einzelnen Kerne auffassen, sodal3

VK(kla ky) = Z Vl(cij)(kb k,)
)
gilt, wobei fiir sehr groBe Q

Z,0

iYg102 e—i(k1 —k2) rij,

47

VE(ky, k) = — =k,
2

©)

wird.

Nun existieren infolge der Translationssymmetrie des Gitters noch Nicht-
kombinations-Regeln, mit deren Hilfe man sich von der Summe iiber alle Punkt-
ladungen (ij) des Gitters freimachen kann. Der Operator Vy ist totalsymmetrisch
beziiglich aller Translationen und der Zustand v, transformiert sich nach einer
Darstellung der Translationsgruppe, die sich durch den dquivalenten k-Vektor
in der ersten Brillouin-Zone des reziproken Gitters charakterisieren 140t (vgl. z. B.
[34]). Der Satz, daB Matrixelemente nur dann von Null verschieden sind, wenn
das Produkt von yf, und v,, die totalsymmetrische Darstellung enthélt, besagt
dann direkt, daB k, — k, Gittervektor im reziproken Gitter sein muf.

Die Summen

_ Z Zie“i(kl _.kZ). Fij ,
(ij)
dic bei Summation von Gl.(5) aufireten, lassen sich nun vercinfachen, wenn
man r; als Summe des Ortsvektors in der Basiszelle s; und eines Vektors m;
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mit den Komponenten m, ,,m; ,,m; 5 schreibt, der Gittervektor im Punktla-
dungsgitter ist [vgl. Gl (3)]. Der obige Ausdruck nimmt dann die Form

— Z Zie_i(kl_kZ)'(Si""mj)
@)
an, wobei i Uber die Punktladungen in der Basiszelle und j {iber alle Gitter-
vektoren lduft. Nun gilt infolge der Definition des reziproken Gitters
n-m = Vielfaches von 27,

wenn m Gittervektor im urspriinglichen und » Gittervektor im reziproken Gitter
ist. Da wegen der Nichtkombinationsregeln k, — k, Gittervektor im reziproken
Gitter sein muB3, wird die obige Summe

_ ﬁzz_e"i(h“kz)'si
a 7

(Q/a ist die Anzahl der Elementarzellen). Kiirzt man die Summe auf der rechten
Seite mit S(k, — k) ab, so ergibt sich fiir das Matrixelement Vi (k,, k) schlieBlich

4n
VK(kla kz) = “a UK(k1= kz) (6)
it S(k; —k,) &
Uglhy, ky) = — 2 "eos 7
K( 1 2) (kl_'kz)z ( )
und _
S(ky —k,) = Zzie_l(kl—kz)‘si- 8

d) Die Matrixelemente Vi (k, k)

Es ist gezeigt worden, daB Vi (k,, k,) nur dann von Null verschieden ist, wenn
k, — k, reziproker Gittervektor ist. Diese Bedingung ist auch fiir k, =k, erfiillt,

1
aber hier entstehen Schwierigkeiten wegen des Faktors m Man kann sie
17 M2

dadurch beheben, dal man Vi in die zwei Anteile Vi und V& aufspaltet:
Vg = Z Vi (ky, k) ay, ay,
ki#ks

Vi) = Z Vi (k, k) a;, a,
k

Man kann dann Vi (k, k) in V per definitionem gleich Null setzen und dafiir die
Bedingung k; # k, fiir die Summenbildung weglassen, sodaB die iibliche Form des
Operators wieder entsteht. Der so modifizierte Operator macht keine Schwierig-
keiten mehr!. Um die Bedeutung des abgespaltenen Anteils zu erfassen, muBl
man auf die urspriingliche Definition von Vi (k, k) [Gl. (4)] zuriickgehen:

VA

i

1
Vil k) = 60,0, [ = ¥

Q (i) IV—Vij| )

! In Zukunft wird einfach weiter V statt Vg geschrieben werden, wobei die vorgenommene
Modifikation im Auge zu behalten ist.
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Man erhilt damit

- -5z

) |” -

v)-(2zk:a,fak).

Die zweite Klammer ist gleich Zahl der Elektronen m — mal Einheitsoperator
und man hat a

- -2 vz, (o

a @in 2] l.ll

Dies ist die elektrostatische Wechselwirkungsenergie pro Elementarzelle zwischen
dem Elektronengas und dem Punktladungsgitter.

4. Die Berechnung der Energie des Grundzustandes
a) Nullte Néiherung

Der Fermi-Impuls kj ergibt sich gemiB seiner Definition aus der Forderung,
daB die Zahl der Zustinde innerhalb der Fermi-Oberfliche, einer Kugel mit dem
Radius kp im k-Raum, gleich der Anzahl der vorhandenen Elektronen ist. Erstere

und die Gleichsetzung dieses

. s .4 Q
ist, nach Beriicksichtigung des Spins o k32—
3 (2m)

Q
Ausdruckes mit m - fuhrt auf

ke = |/372 2
=30 ©)
Die kinetische Energie des Systems pro Elementarzelle ist dann
EQ) a 3m
mn — _k5 _ - 2
Qa ~ 10m2 F 10 ki (10)

Bezeichnet man die elektrostatische Energie einer uniformen Raumladung
der Dichte unseres Elektronengases mit P/2, so 148t sich die potentielle Energie
in nullter Niherung als P/2— P angeben. Der erste Term resultiert aus der
Selbstwechselwirkung der positiven Hintergrundladung, die (bei neutralen Mole-
kiilen) die gleiche Ladungsdichte wie das Elektronengas aufweist und der zweite
Term aus der elektrostatischen Energie zwischen Hintergrundladung und
Elektronengas.

Nun ist es zweckmiBig, aus der ersten Niherung noch einige Terme heraus-
zuziehen:

1. Die Differenz der Selbstwechselwirkung der beiden positiven Ladungs-
systeme. Sie ist eine additive Konstante, die beim ,,Einschalten von V in den
Ausdruck fiir die Energie aufzunehmen ist:

1 Z,Z, P
2 wptarn Iy=reyl 2
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2. Die Terme, die von V§” und — Viginergrundiadung hrrithren. Sie sind gleich P
bzw. — P.

3. P/2 fiir den Coulomb-Anteil der Elektronenwechselwirkung, die bei
»Einschalten” von V; auftritt.

Die potentielle Energie pro Elementarzelle lautet dann, nach Einschluf3 der
angefithrten Terme,

E(O)t 2 Z
L N7
1

Qla 24 &

i#i, wennj

die Basiszelle ist

1 Z;

; m v

§|—,— : (11)

ryr—r

Ir; — ri’j’l a

b) Die Beitrdge der Graphen

Es sei p; die Anzahl der Vg-Vertices und p, die der Vz-Vertices eines Graphen.
Dann ergibt sich der jeweilige Beitrag — in einer ersten Form — als Summe bzw.
Integral iiber eine Reihe von Faktoren:

1. p, Faktoren Vi(k,, k,)=4n/a- Ux(k, k,) fir dic p, Kern-Elektronen-
wechselwirkungsvertices.

2. p, Faktoren Vg(k,, k,, k5, k,)=4n/Q- Ug(k,, k,, ks, k,) fir die p, Elek-
tronenwechselwirkungsvertices,

3. 2p, +p, Faktoren —iGY,(t.nq — t.qe) fiir die 2p, + p, Verkniipfungslinien.
Dabei ist

0 B = fe " Q9(—1t) falls |kl <k 19
lek(terld tanf) — {+ ie—igk39(+ t) faHS |k| > kF ( )
und
1 fiir t>0
= 13
o) {o fir t<0. a3
4. Der k-unabhingige Faktor
ipz+1(_1)l+p1 1
- : 14
2%y Qla’ (14)

der sich wie folgt ergibt:

a) Der Faktor (— 1), wobei | die Anzahl der geschlossen verlaufenden Linien
ist.

b) Der Faktor 1/2 fiir jedes der # Linienpaare, die zwei gleiche Vy-Vertices
gleichlaufend miteinander verbinden.

c) Der Faktor p,!p,!/r dadurch, daB vereinbarungsgemiB von all den Dia-
grammen, die durch Vertauschen zweier Vertices gleichen Typs ineinander
iibergehen, nur ein reprisentatives einbezogen wird. r ist dabei die Anzahl der
Vertexvertauschungen, die das Diagramm in sich selbst iiberfihren.

d) Der Faktor (—i)***/(p,!p,"), wobei p=p, + p,.

e) Der Faktor

1
o’ weil die Energie pro Elementarzelle gesucht ist.
AnschlieBend ist zunéchst iiber alle Vertexzeit-Differenzen von — co bis + o0
zu integrieren und schlieBlich iiber alle k; zu summieren.

12 Theoret. chim. Acta (Berl.) Vol. 23
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Die t-Integrationen 16st man am besten durch eine Fouriertransformation
der Variablen ¢;, weil sich die Integrationen iiber die e, leichter durchfiihren lassen.
Dazu ersetzt man alle Gy, () durch den Ausdruck

1 o

= —iet

5 _joo G (w)e “dw. (15)
G, (w) hat die Form

1

OO = e i (16

wobei
1 falls Jkj <kg
A. =
i {—1 falls |k > kg (a7

und # positiv infinitesimal ist. Die p — 1 Integrationen {iber die Vertexzeitdifferen-
zen lassen sich dann leicht ausfiihren und ergeben einen Faktor é(w; — w,) fiir
jeden Vi-Vertex und einen Faktor é(w, + w, — w; — w,) fiir jeden (auBer einem)
Vg-Vertex. Die Fouriertransformierten G, (w) brachten laut (15) jeweils den

1 \2p2%m
Faktor 1/2x, also insgesamt (Z) ein und die t-Integrationen ergeben
auBer den J-Funktionen noch den Faktor (2m)?2*?1~!, was zusammen schlie3-
lich zu dem Faktor
1 p2t1
_ 18
(55) (18)

fithrt.

Als nichstes sind die Integrationen von Ausdruck (15) iiber die p, +2p,
Variablen w; auszufiihren. Bei einem Teil von ihnen ist das wegen des Auftretens
der 6-Funktionen leicht mdoglich. Mit dem Vg-Vertex

kl wy

ky, | w,
ist — wie eben ausgefiihrt — der Faktor d(w, — w,) verbunden. Integration iiber v,
148t die 5-Funktion wegfallen und fithrt zum Ersetzen von w, durch @, im Rest

des Integranden. Auf diese Weise lassen sich p, @;’s eliminieren und es gilt fiir
jeden Vg-Vertex

ki | o

ky | o

Ahnlich kann man mit den p, —1 5-Funktionen, die mit den V;-Vertices ver-
bunden sind, verfahren und auf diese Weise weitere p, —1 w,’s eliminieren. Es
gilt dann an allen V-Vertices

ki, o, ky, 0,

k3, w3 ky, )+, — 3
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Die p, + 1 Integrationen iiber die restlichen w;’s lassen sich auf dem Wege iiber
den Residuensatz ausfithren. Ein w, steht — bis auf eine, gleich zu erdrternde Aus-
nahme — in mindestens zwei G,~-Faktoren. G, verhélt sich fiir & — oo wie 1/, sodal
der Integrand fiir w; sich wie 1/} mit n =2 verhalt. Das Wegintegral iiber Wege
im Unendlichen verschwindet dann, und die Integration von — oo bis + oo kann
durch das Kreisintegral iiber folgenden Weg

0

ersetzt werden. Dieses wiederum ist gleich der Summe der Residuen in der oberen
Hilfte der Zahlenebene fiir komplexe ,;, multipliziert mit 2zi. Die Ausrechnung
fithrt je nach Zusammenhangverhéltnissen im Graphen zu verschiedenen Resul-
taten, die im nichsten Abschnitt fiir die in diesem Zusammenhang auftretenden
Fille explizit angegeben werden.

Der einzige Umstand, unter dem ein w, in nur einer G, (w)-Funktion auftritt
und der Integrand sich wie 1/w,; verhilt, ist das Vorliegen eines Diagrammteils

O]

Man fiihrt in diesem Fall G,(w,) nicht erst ein, sondern beldBt G (t.ng — tane):
also Gy, (t=—0). Man kann sich dann leicht davon iiberzeugen, daB auch jetzt
die Residuen-Regel in gleicher Weise wie vorher gilt und also keine Ausnahme-
vorschrift notwendig ist.

Die Regeln fiir die Auswertung von Graphen stellen sich nach dieser Weiter-
entwicklung in einer neuen, einfacheren Form dar:

1. Die p; Faktoren Ug(k,, k,) und p, Faktoren Uy(k,, k,, ks, k,) treten wie
frither auf Je nach den Zusammenhangverhdltnissen des Diagramms sind
P, +1 ;s so festzulegen, daB an jedem der Kreuzungspunkte V; gilt:

W +w, =3+ w,.

2. Fiir die 2p, + p, Linien ist je ein Faktor , der von dem Aus-

3k — o —in4,
druck (16) herriihrt, anzusetzen. (Die Bedeutung von # und A ist durch (17)
gegeben.) Nun miissen Schritt fiir Schritt fiir jedes der p, +1 unabhingigen
die Summe der Residuen in der oberen Halbebene von w; gebildet werden (Einzel-
heiten siehe néchster Abschnitt).

3. Das Ganze ist mit dem Faktor

(= 1P+ f4g P [4g e |
T (“) (‘5) Qa (1)

12*
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zu multiplizieren, der sich als Produkt des urspriinglichen Faktors (14), des
Faktors (18), der 2p, +1 Faktoren 27i, mit denen die Residuen zu multiplizieren
waren, und den Faktoren vor den Uy und Uy, ergibt.

Der so gefundene Ausdruck ist anschlieBend fiir alle k,-Werte zu summieren.

¢) w;-Integrationen mittels des Residuen-Satzes

Es werden nun die Beitrige einfacher Diagrammteile, soweit sie spiter be-
notigt werden, ausgearbeitet. Dabei erweist sich die Einfiihrung von

B — +1, wenn k; besetzt ist, d. h. k| <k,
‘ 0, wenn k; unbesetzt ist, d. h. |k;| > kg
als zweckméiBig.
(i) o, gehort zu nur einer Linie, und zwar von der Art der in Fig. 1 gezeigten.
Dann enthélt auch nur ein Faktor des Integranden w, ; er lautet

1
%klz -, —ind;

(20)

Das Residuum ist Null, wenn A; = —1, also k; unbesetzt ist; es ist aber —1,
wenn A; = +1, d. h. k| besetzt ist. Das Resultat ist also

—By;

es ersetzt den Faktor (20) und w, ist aus dem Integranden verschwunden.

k1>w1
ki, m,

ky, 0,

Fig. 1 Fig. 2

(i) Ein etwas komplizierterer Fall liegt vor, wenn w, zu zwei Linien wie den
in Fig. 2 gezeigten gehort und dann in zwei Faktoren des Integranden auftaucht,
wobei k; # k, gelten soll. Die beiden Faktoren, die w, enthalten, sind

1 1
3ki—o —ind; k- —ind;

(1)

Die Summe der Residuen ist hier

-8 _-B
7ki =3kt Ski—2K

(22)

und dieser Ausdruck ersetzt den Faktor (21) im Integranden des Graphen.
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(i) Ganz analog verhilt es sich mit einem Diagrammteil wie in Fig. 3, wobei
kyF k,+ ky. Die drei Faktoren, die w, enthalten, ergeben als Summe der
Residuen

— B, n —B, n — B,
FE-IRGE -3 T GR-I 01 T R -T6R 3
(23)

wobel ky # k, # kj.

ky
k,
k, k,
ky k)
Fig.3 Fig. 4

(iv) Die Residuenbildung verlduft etwas anders, wenn einige ks einander
gleich sind. Im folgenden wird nur ein einziger derartiger Fall benétigt werden;
nur er wird hier explizit behandelt. Es ist der in Fig. 4 gezeigte Typ. Die w,-ent-
haltenden Faktoren sind

1 2 1
7kt — oy —in4, 3k3 —w; —ind,
mit k, #k,.

In diesem Fall ist die Summe der Residuen einfach

B,—B,
T (24)
1~ 31y
Weitere Bausteine fiir die Graphen werden in dieser Arbeitsreihe nicht benétigt
oder sind in der Literatur behandelt.

d) Die Beitrdge der Graphen nach Ausfithrung der w-Integration

Um die Beitrdge der Graphen in eine endgiiltige Form zu bringen, sind noch
zwei Schritte auszufiihren.

Ersetzt man beim Grenziibergang Q — oo die Summationen iber die k; durch
Integrationen, so tritt als Faktor jedesmal die Zustandsdichte im k-Raum
Q/(2n)* auf. Es gibt 2p, + p, Diagrammlinien mit einem zugehorigen k;. Davon
sind allerdings wegen der é-Funktionen in Gl (2) nur p, + p; +1 unabhiingig.
Von diesen sind p; Paare durch die Bedingung, daB} ihre Differenz Gittervektoren
im reziproken Gitter sein missen, diskontinuierlich miteinander verkniipft,
so daB} p, k/s fiir die Integration wegfallen und p, + 1 k;’s verbleiben. Es ergibt sich
also dann der zusitzliche Faktor

p2t+1

Q

(27.5)3 (25)
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AuBerdem ist die Transformation k;— k;/k, sehr bequem und fithrt noch zum
Aulftreten einer Potenz von kg. Und zwar miissen einerseits die Volumenelemente
dk; transformiert werden; sie liefern (k3)?2*!. Andererseits ist der Nenner jedes
Integranden homogen in den k; und enthilt sie in Potenzen von 2- (2p — 1), was

einen Faktor
( 1 )Zp—-l
2

ergibt. ki

In den Regeln fiir den Beitrag eines Graphen am Ende von Abschnitt 4b
treten also noch folgende Anderungen ein:

1. Alle k;’s werden in Einheiten von kj ausgedriickt.

2. An Stelle der Summation iiber alle k; tritt die Integration.

3. Der Faktor (19) wird mit Faktor (25) und k3®2*1)~2C@r=1) myltipliziert,

was zu 1 8 1 ( 1) +i+1
A Pi— — 1) _
7 <3—m> ey (26)

fiihrt.

Damit sind die formalen Regeln fiir die Beitrige der Graphen auf die iiber-
sichtlichste Form gebracht. Mit ihrer Hilfe sind die Terme der Stor-Reihe auf
Summen und Integrale in den k-Rdumen reduziert worden.

e) Abbruch der Stér-Reihe

Bei Anwendung der Storungsrechnung mull immer die Frage, wo die Reihe
abgebrochen werden soll, beantwortet werden.

Bricht man in dem hier behandelten Fall nach der 1. Ordnung ab, so ent-
spricht das der Berechnung der Gesamtenergie als {¥®|H|¥®). Es ist klar,
daB es dann zu keiner brauchbaren Néherung kommen kann, da ¥® der Losung
fiir freie Teilchen, also einer gleichférmigen Verteilung der Elektronen iiber den
Kasten entspricht. Da aber gerade die Abhéngigkeit der Energie von der Kern-
konfiguration von gréBtem Interesse ist, sollte man, wenn mdglich, wenigstens
mit einer Wellenfunktion 1. Ordnung beziiglich Vi operieren. Das wiirde Graphen
vom Typ Vg, Vg, V£ V3 involvieren.

Generell wurde aber angestrebt, alle Graphen bis einschlieBlich 3. Ordnung
einzubeziehen, was auf die Berechnung von E aus (¥ | H| ¥ herauskommt?.
Man stoBt bei dieser Zielsetzung lediglich fiir die Graphen vom Typ V; auf
kaum mehr 16sbare Schwierigkeiten. Ungenauigkeiten in diesem Term wiegen
allerdings nicht allzu schwer, wenn man die Anderungen der Kernkonfiguration
stets so durchfithrt, daB die Ladungsdichte nullter Ndherung — und damit der
Fermi-Impuls — konstant bleibt. Da alle Vz-Diagramme nur von kj, abhéingen,
dndern sich ihre Beitrige unter diesen Umstinden nicht, sodaBl der Fehler aus
der Vernachlissigung eines Anteils von ¥; konstant bleibt und damit heraus-
fillt. Nun betreffen gerade die fiir die Chemie wichtigen Aussagen nur Kern-
lagenénderungen und so ist der Beitrag aller reinen Elektronenwechselwirkungs-
graphen V} iiberhaupt von sekundirem Interesse. Eine Beschrinkung in dieser
Richtung ist bei dem angestrebten Zweck nicht allzu gravierend.

2 Dies gilt nicht streng, da der Graphenformalismus auch Glieder hoherer Ordnung einbezieht
(unverbundene Graphen).
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5. Die Beitriige der einbezogenen Graphen

a) Graphen VL, ViVL, ViVE

k,
ky
ky
ky(=k;)

Diese Graphen enthalten, von dem Vg-Vertex herrithrend, den Faktor
Vk(k, k). Er ist infolge des Herausziehens der Diagonalelemente von Vi als
V& (vgl. Abschn, 3d) Null. Das Gleiche gilt dann fiir die Beitrige dieser Graphen.

b) Graph V}

Der Stéroperator Vy trigt nach Abspaltung des Coulomb-Anteils (vgl.
Abschn. 4a) noch den Faktor

o

50‘10‘2 ag102

d =
et k) (- ko)

bei. Die Summierung iiber die o;, die neben der Integration iiber die k; vorzu-
nehmen ist, 146t sich gleich ausfilhren und es ergibt sich

2
(ky —ka)* |

Aus der w-Integration resultiert der Faktor B; B, und der k-unabhéngige Faktor
des Graphen ist
3mkyg

R
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Der Beitrag des Diagramms ist somit

3mkg dk,dk, . k=1
— .2
327° j (ky —ky)? m lkyl < 1.

Das Integral hat den Wert 4% und man erhilt den bekannten Ausdruck

_ 3mkg ”7
4 (27)
c) Graph Vg
k, k,
Es muB} gelten
ky=k +n (28)

(Im folgenden werden mit n Gittervektoren im reziproken Gitter bezeichnet.)
Die Matrixelemente von Vi liefern den Faktor

50’10’2 50‘20‘1
St — 7= 8(=n)—5%,

was nach Ausfithren der o-Summe zu
2
S(m) S(—n)- "
wird.
Der w-Anteil ist
B,-B,
=11

und der k-unabhingige Faktor

1
3mnd’
so daf} das Ergebnis
4 1 . B —B
Ty LS S(=n) ij ?%_—kg dky (29)

wobei k, durch GI. (28) gegeben ist.
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d) Graph V¢

ks

Die Bedingungen, die aus der Gittersymmetrie resultieren, lauten

ki=k
ky=k+n, (30)
ki=k+n,.

Der Faktor aus den drei Vi-Vertices ist nach Ausfl'ihrung der Summe iiber die g,

1 1
—28(— S —
(— 1) S(ny —ny) (”2) n2 nz (1, — )
Der Faktor aus der w-Integration lautet

B, B, B,

- - - 31
- E-))  IE-RE-R  k-kme-g O
und der k-unabhingige Faktor ist
8
C 2Tmlntky

Das Endergebnis ist damit

Tty 5, S S e .

BI B2 B3 dk

NE e T e B Re
wobei ky, k,, k3 durch Gln. (30) gegeben sind.

e) Graph VZVi(a)

Aus den Gittersymmetrie-Bedingungen und dem Faktor 6, 1, x,+x, aUs Vg
folgen die Beziehungen
ky=k +n

33
ky=k,+n. (33)



172 E.-A. Reinsch:
Der aus den beiden Vertices fiir — Vg resultierende Faktor ist
d d
S(—m) o S(n) =22

und der aus Vj resultierende

50'10'2 50'10'450'20'3 _ 5610‘250364

501 a4 —
5o'1+¢13,¢72+0'4 < (kl _ k4)2 (k1 — k2)2 ) - (kl - k4)2 n2

Das Produkt ergibt nach Ausfithrung der Summe iiber die o,

1 2 4
S0 g )

Die w-Integration liefert den Faktor
Bl - B2 B3 B B4
3(ki—k3)  F(K3-KD
Der k-unabhingige Faktor ist

ot
6mn’ky’
sodaB der Beitrag des Graphen
4 1 1 2]1B,—B, B;—B,
— ) S(n) S(—n)—- - — . dk, dk
3mn’ky Zn: (= n* kl,jk‘, (ky — k4)? n? ki-k  kK-k o ?
/ (34)
—mit k, und k; durch Gl. (33) gegeben — ist.
f) Graph V¢V (b)
ks
O ks
k, k,
Die Gittersymmetrie-Bedingung lautet hier
ky—k,=n, (35
wozu von Vg her die Bedingung
ky =k, (36)

tritt.
Der Faktor aus Vi ist

1 1
S(I’l) 50'20'3 7 - S(_ n) 50‘30’2 7
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und der aus Vg
50'10'2

(ky — ka)*

und deren Produkt geht nach Ausfiihrung der o;-Summe in

1 2
SO

iiber. Die w-Integration bringt
B, (B, — B;)
(3 (k3 —k3)1?
und der k-unabhiingige Faktor ist der gleiche wie im vorigen Graphen. Das
Resultat lautet mithin
8 1 1 B,(B,—B,)
e S i

mit k, durch Gl. (35) gegeben.

dk,dk,,  (37)

g) Die reine Vy-Graphen

Der Graph V2 und die beiden Graphen von Typ V7 sind in der Literatur
bereits behandelt [32, 33], wenn auch letztere nicht in vollstindiger Form. Ihre
Fehler sind — wie schon erwidhnt — nicht gravierend, da sich ihr Beitrag nicht
verindert, solange nur Anderungen der Kernlagen bei konstant gehaltenem
Fermiimpuls betrachtet werden.

Die weitere Auswertung der Ausdriicke (27), (29), (32), (34) und (37) fiir die
Beitriige der einzelnen Graphen ist teilweise recht umstidndlich und soll in einer
weiteren Arbeit vorgenommen werden.
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